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Resumo
Apresentamos uma técnica para estimativa da
cardinalidade da interseção de conjuntos. Isto é,
Dados conjuntos A1, A2, . . . , An, o objetivo é es-
timar |A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An|. Usando as estru-
turas MinHash e HyperLogLog é possível
obter, com complexidade de memória sublinear,
uma aproximação (ε, δ), isto é, com erro relativo
menor que ε com uma probabilidade fixa 1 − δ.
Esta técnica mostra-se superior a outras anteri-
ormente descritas por ter erro relativo apenas à
cardinalidade interseção dos conjuntos, ou seja,
independente da cardinalidade dos conjuntos ori-
ginais.

Introdução

Estimar a cardinalidade da interseção entre múlti-
plos conjuntos é um problema importante para di-
versas aplicações. Embora haja algoritmos deter-
minísticos triviais para calcular este valor, normal-
mente eles exigem ter os conjuntos acessíveis em
memória ou a execução de múltiplas operações de
entrada e saída para manipulá-los em disco.
Muitas vezes, especialmente em aplicações que ge-
ram uma grande quantidade de dados (ex.: conjunto
de logs de visitas a grandes portais), os conjuntos de
interesse não cabem na memória de um único com-
putador ou estão distribuídos geograficamente em
múltiplos servidores, tornando os algoritmos clássi-
cos custosos demais para serem utilizados na prática.
Neste trabalho, apresentamos uma técnica paraleli-
zável que combina as estruturas de dados MinHash
[1] e HyperLogLog [2] para permitir uma estimativa
da cardinalidade da interseção entre múltiplos con-
juntos.
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Descrição da técnica

A técnica consiste em computar as estruturas MinHash e HyperLogLog para todos os
conjuntos. É trivial computar o HyperLogLog da união dos conjuntos a partir das es-
truturas computadas, portanto apenas manipulando a definição do índice de Jaccard,
estima-se a cardinalidade da seguinte forma:

|A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An| = J(A1, A2, . . . , An)︸ ︷︷ ︸
estimado por MinHash

× |A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An|︸ ︷︷ ︸
estimado por HyperLogLog

.

O erro da técnica pode ser derivado a partir dos erros relativos de ambas as estruturas.
Sejam εM e εH os erros relativos na estimativa de MinHash e HyperLogLog, e ε o erro
relativo da estimativa da interseção, isto é,
|A1∩A2∩· · ·∩An|×(1+ε) = J(A1, A2, . . . , An)×(1+εM)×|A1∪A2∪· · ·∪An|×(1+εH).
Logo,

ε = εM + εH + εMεH.

Na figura abaixo, o resultado de um experimento variando o número de subfluxos (m)
da estrutura HyperLogLog, com número de elementos na assinatura MinHash fixo (k =
2048).
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MinHash

Permite estimar a semelhança entre conjun-
tos através da aproximação do coeficiente
J(A,B) de similaridade de Jaccard [1], de-
finido para dois conjuntos A e B, como:

J(A1, A2, . . . , An) =
|A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An|
|A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An|

.

A estrutura baseia-se na observação de
que, dada uma função de hash h, sendo
hmin(A) = minx∈Ah(x), então Pr[hmin(A) =
hmin(B)] = J(A,B), denotando assim um
estimador não-enviesado do índice de Jac-
card. É possível mostrar que é preciso utili-
zar k funções de hash, de forma que o erro da
estimativa seja menor que ε, com confiança
1− δ, satisfazendo:

k ≥ 2 + ε

ε2
× ln(2/δ).

HyperLogLog

Permite estimar o número de elementos dis-
tintos em um fluxo de dados, utilizando me-
mória sublinear [3]. A estrutura baseia-se na
observação do padrão de bits do hash dos
elementos do conjunto. Note que a probabi-
lidade do hash iniciar com um certo número
de bits zero é dada por

Pr[h(x) = 0p−11...] = 2−p

O algoritmo consiste em particionar o fluxo
em m subfluxos disjuntos e, para cada um,
observar o maior prefixo 0p−11, indicativo
de que a cardinalidade naquele fluxo é, com
alta probabilidade, da ordem de 2p. Quanto
maior o valor de m, mais precisa se torna a
estimativa.
Mostra-se que o erro relativo padrão do esti-
mador é igual a 1.04/

√
m, com uma distri-

buição aproximadamente gaussiana.


